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1 实验目的

1. 理解贪心策略的基本思想；

2. 掌握贪心策略求解问题的框架，能够运用贪心策略求解实际应用问题；

3. 掌握贪心策略求解问题的时间复杂度分析。

2 问题描述

2.1 单源点最短路径问题

在最短路径问题中，给定一个带权重的有向图 G = (V,E) 和权重函数
w : E → R，该权重函数将每条边映射到实数值的权重上。图中一条路径
p =< v0, v1, · · · , vk > 的权重 w(p) 是构成该路径的所有边的权重之和：

w(p) =
k∑

i=1

w(vi−1, vi)

定义从结点 u 到结点 v 的最短路径权重 δ(u, v) 如下：

δ(u, v) =

min{w(p)|u p⇝ v}, if exist a path from u to v

∞, others

结点 u 到结点 v 的最短路径定义为任何一条权重为 w(p) = δ(u, v) 的从结
点 u 到结点 v 的路径。而单源点最短路径问题是给定一个图 G = (V,E)，
找到从给定源结点 s ∈ V 到每个结点 v ∈ V 的最短路径。

2.2 最短路径的表示与前驱子图

通常情况下，我们不但希望计算出最短路径权重，还希望计算出最短路
径上的结点。给定图 G = (V,E), 对于每个结点 v，维护一个前驱结点 v.π ，
该前驱结点可能是另一个结点或者 NIL。
但是，在运行最短路径算法的过程中，π 值并不一定能给出最短路径。

我们感兴趣的是由 π 值所诱导的前驱子图 Gπ = (Vπ, Eπ)。这里定义结点集
Vπ 为图 G 中的前驱结点不为 NIL 的结点的集合，再加上源结点 s，即

Vπ = {v ∈ V |v.π ̸= NIL} ∪ {s}
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有向边集合 Eπ 是由 Vπ 中的结点的 π 值所诱导的边的集合，即

Eπ = {(v.π, v) ∈ E|v ∈ Vπ − {s}}

本文介绍的 Dijkstra 算法所生成的 π 值具有在算法终止时使得 Gπ 是
一颗“最短路径树”的性质1，该树包括了从源结点 s 到每一个可以从 s 到
达的结点的一条最短路径。实际上，将从结点 v 开始的前驱结点链反转过
来，就是从 s 到 v 的一条最短路径。因此，给定结点 v，且 v.π ̸= NIL，可
以使用算法1打印出从 s 到 u 的一条最短路径。

算法 1 PRINT-PATH(G, s, v)
1: if v = s then
2: print s
3: else if v.π = NIL then
4: print no path from s to v exists
5: else
6: PRINT-PATH(G, s, v.π)
7: print v
8: end if

3 最优子结构

最短路径算法通常依赖最短路径的一个重要性质：两个结点之间的一
条最短路径包含着其他的最短路径。具体地，我们使用如下的引理来描述最
短路径问题的最优子结构性质。

给定带权重的有向图 G = (V,E) 和权重函数 w : E → R。设 p =<

v0, v1, · · · , vk > 是从结点 v0 到 vk 结点的一条最短路径，并且对于任
意的 i 和 j，0 ≤ i ≤ j ≤ k，设 pij =< vi, vi+1, · · · , vj > 为路径 p 中
从结点 vi 到结点 vj 的子路径。那么 pij 是从结点 vi 到结点 vj 的一
条最短路径。

Proof. 使用“剪切-粘贴”技术证明。
若将路径 p 分解为 v0

p0i⇝ vi
pij⇝ vj

pjk⇝ vk，
则有 w(p) = w(p0i) + w(pij) + w(pjk)。
假设存在一条从 vi 到 vj 的路径 p

′

ij，且 w(p
′

ij) < w(pij)。

则 p
′
: v0

p0i⇝ vi
p
′
ij⇝ vj

pjk⇝ vk 是一条从结点从 v0 到结点 vk 的权重为
w(p

′
) = w(p0i) + w(p

′

ij) + w(pjk) 的路径。但 w(p
′
) < w(p)，

1实际上，所有单源点最短路径算法都有这一性质，该性质的严格定义参见第4.1节。
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这与 p 是从结点 v0 到 vk 结点的一条最短路径相矛盾。

进一步，若 pij =< vi, · · · , vr, · · · , vj > 是从结点 vi 到 vj 结点的一条
最短路径，其中 0 ≤ i ≤ r < j < V，则子路径 pir =< vi, · · · , vr > 是从结
点 vi 到 vr 结点的一条最短路径。用 d[i, j] 表示从结点 vi 到 vj 结点的最短
路径权重（0 ≤ i ≤ j ≤ V）。根据最优子结构，我们可以写出递归式：

d[i, j] =


0, if i = j

w(i, j), if j = i+ 1

min{d[i, r] + d[r, j]}, if i < j

因此我们可以使用动态规划来解决这一问题。但是，我们可以观察到这
一问题有更直观的解法。

4 贪心策略：Dijkstra 算法

一个很直观的想法是，我们每次在选择新的结点时都选择“最近”的那
个结点，这是一种贪心的策略。Dijkstra 算法的主要思想是这种贪心策略。

4.1 松弛操作

在 Dijkstra 算法中，我们使用了松弛操作，下面做简要说明。
对于每个结点 v 维护一个属性 v.d 来记录从源结点 s 到结点 v 的最短

路径权重的上界，称 v.d 为 s 到 v 的最短路径估计。可以使用下面运行时
间为 O(V ) 的算法2来对最短路径估计和前驱结点进行初始化。

算法 2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1: for ∀v ∈ G.V do
2: v.d = ∞
3: v.π = NIL
4: end for
5: s.d = 0

在初始化操作结束后，对于所有的结点 v ∈ V ，有 v.π = NIL，s.d = 0；
对于所有的结点 v ∈ V − {s}，我们有 v.d = ∞ 。
对一条边 (u, v) 的松弛过程为：首先测试是否可以对从 s 到 v 的最短

路径进行改善。测试的方法是，比较从结点 s 到结点 u 之间的最短路径距
离加上结点 u 到结点 v 之间的边权重，以及当前的结点 s 到结点 v 的最短
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路径估计，如果前者更小，则对 v.d 和 v.π 进行更新。可以使用算法3对边
(u, v) 在 O(1) 时间内进行松弛操作。

算法 3 RELAX(u, v, w)
1: if u.d+ w(u, v) < v.d then
2: v.d = u.d+ w(u, v)
3: v.π = u
4: end if

最短路径和松弛操作的性质

这里陈述一些最短路径和松弛操作的性质，在后续的证明中我们将使
用到它们。有关它们的证明可以参考《算法导论 (第三版)》的 24.5 节。

要注意到的是，这些结论成立的前提是必须调用算法2对图进行初始化，
并且所有对最短路径估计和前驱子图所进行的改变都是通过一系列的松弛
步骤 (算法3) 来实现的。

上界性质 (引理 24.11)
对于所有结点 v ∈ V，总是有 v.d ≥ δ(s, v)。一旦 v.d 的取值达到
δ(s, v)，其值将不再发生变化。

非路径性质 (推论 24.12)
如果从结点 s到结点 v 之间不存在路径，则总是有 v.d = δ(s, v) = ∞。

收敛性质 (引理 24.14)
对于某些结点 v ∈ V , 如果 s ⇝ u → v 是图 G 中的一条最短路径，
并且在对边 (u, v) 进行松弛前的任意时间有 u.d = δ(s, u)，则在之后
的所有时间有 v.d = δ(s, v)。

前驱子图性质 (引理 24.17)
对于所有的结点 v ∈ V，一旦 v.d = δ(s, v)，则前驱子图是一棵根结
点为 s 的最短路径树。

4.2 Dijkstra 算法

Dijkstra 算法解决的是带权重的有向图上的单源最短路径问题。特别
地，该算法要求所有边的权重都为非负值，即 ∀(u, v) ∈ E，都有 δ(u, v) ≥ 0。

具体地，Dijkstra 算法可以描述如下。
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Dijkstra 算法
Dijkstra 算法在运行过程中维护一组结点的集合 S，该集合中保存了
从源结点 s已经找到了最短路径的结点。算法重复地从集合 V −S 中
选择最短路径估计（即 d 属性）最小的结点 u，将 u 加入集合 S，然
后对所有从 u 出发的边进行松弛。重复这个动作，直至 S 包含了图
的所有结点，即 S = V。

非正式地来讲，Dijkstra 算法的核心动作就是从集合 V − S 选择“最
近”的结点加入到 S 中，并检查新加入的结点是否可以到达其他结点，并
且从源结点 s 通过该结点到达其他结点的路径权重估计是否比之前的估计
要小，若是则更新。
算法4给出了一种实现方式，使用一个最小优先队列来维护结点集，每个

结点的关键值为最短路径估计。这样我们就可以使用优先队列的 EXTRACT-
MIN 方法来以 O(V ) 的代价取出最短路径估计最小的结点。

算法 4 DIJKSTRA(G, w, s)
1: INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2: S = ∅
3: Q = G.V
4: while Q ̸= ∅ do
5: u = EXTRACT-MIN(Q)
6: S = S ∪ {u}
7: for v ∈ G.Adj[u] do // (u, v) 所有从 u 出发的边
8: RELAX(u, v, w)
9: end for

10: end while

4.3 时间复杂度

算法4使用一个最小优先队列来维护结点集，使用到了三种优先队列操
作来维持最小优先队列：

• INSERT (算法4第 3 行构造优先队列隐含的操作)

• EXTRACT-MIN (算法4第 5 行)

• DECREASE-KEY (算法4第 8 行调用的算法3RELAX 操作中调整 d

属性时)

该算法对每个结点调用一次 INSERT 和 EXTRACT-MIN 操作。因为
每个结点仅被加人到集合 S 一次，邻接链表 Adj[u] 中的每条边也在算法第
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7-9 行的 for 循环里只被检查一次，且只会遍历这一次。由于所有邻接链表
中的边的总数为 E，for 循环的执行次数一共为 E 次。因此，该算法调用
DECREASE-KEY 最多 E 次。

最小优先队列实现方法 数组实现 二叉堆实现 斐波那契堆实现
INSERT O(1) O(lgV ) O(1)

EXTRACT-MIN O(V ) O(lgV ) O(lgV )
DECREASE-KEY O(1) O(lgV ) O(1)
算法总执行时间 O(V 2 + E) (V + E)O(lgV ) V O(lgV ) + E

表 1: 不同最小优先队列实现的各关键操作与算法的执行时间。特别的，构
建最小二叉堆的成本为 O(V )。

Djkstra 算法的总运行时间依赖于最小优先队列的实现，我们考虑如下
三种实现方式，其各关键操作与算法的执行时间如表1所示。

• 如果我们讨论的是稠密图，使用数组实现的最小优先队列可以使得算
法总执行时间为 O(V 2 + E) = O(V 2)；

• 如果我们讨论的是稀疏图，特别地，如果 E = o(V / lgV )，则可以使
用二叉堆来实现最小优先队列。

算法的总执行时间为 (V + E)O(lgV )。若所有结点都可以从源结点到
达，则该时间为 O(E lgV )。

若 E = o(V / lgV )，则该时间成本相对于直接实现的 O(V 2) 成本有所
改善。

• 事实上，可以将 Dijkstra 算法的运行时间改善到 O(V lgV +E)，方法
是使用斐波那契堆2来实现最小优先队列。

5 贪心选择性质

虽然贪心策略并不总是能够获得最优结果，但是使用贪心策略的 Dijk-
stra 算法确实能够计算得到最短路径，这正因为我们可以找出下面的贪心
选择性质，并且可以证明局部最优解可以作为全局的最优解，从而得到最优
子结构。根据最短路径估计的定义，为了保证贪心策略能够最优，这里贪心
选择性质可以表述如下：

2有关斐波那契堆的介绍请参阅《算法导论 (第三版)》第 19 章。实际上，任何能够将 DECREASE-
KEY 操作的摊还代价降低到 o(lg V ) 而又不增加 EXTRACT-MIN 操作的摊还代价的方法都将产生比
二叉堆的渐近性能更优的实现。
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对于将加入集合 S 的结点 u ∈ V − S，有 u.d = δ(s, u)。

即从集合 V − S 中选择最短路径估计（即 d 属性）最小的结点 u，该
结点的最短路径估计等于从源结点 s 到结点 u 的最短路径权重。
下面我们使用反证法来证明利用这一性质是可以达到局部最优的。

Proof. 假设结点 u 是第一个加入集合 S 后使得结论不成立的结点，
即 u.d ̸= δ(s, u)。
当 u = s 时，即 u = s 是第一个加入到集合 S 中的结点。
这样就有 s.d = δ(s, s) = 0，
这与我们的假设 u.d ̸= δ(s, u) 矛盾。
故下面讨论 u ̸= s ，此时有 S ̸= ∅。
若不存在一条从 s 到 u 的路径，根据非路径性质有 u.d = δ(s, u) = ∞，
这与我们的假设 u.d ̸= δ(s, u) 矛盾。
因此，一定存在一条从 s 到 u 的路径，
同样一定存在一条从 s 到 u 的最短路径 p。
考虑路径 p 的第一个满足 y ∈ V − S 的结点，
结点 x 是结点 y 的直接前驱结点，显然 x ∈ S。

图 1: 证明的图解。将路径 p 就分解为：s
p1⇝ x → y

p2⇝ u，其中结点 y 是路
径 p 的第一个在集合 V − S 的结点，结点 x ∈ S 是结点 y 的直接前驱结
点。结点 y 在结点 u 之前或就是结点 u；结点 x 在结点 s 之前或就是结点
s。路径 p1，p2 可能不包含任和边，路径 p2 可能重新进入 S 也可能不进入
S。

如图1，至此路径 p 就可以分解为：

s
p1⇝ x → y

p2⇝ u
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注意：这里结点 y 在结点 u 之前或就是结点 u；结点 x 在结点 s 之
前或就是结点 s。路径 p1，p2 可能不包含任和边，路径 p2 可能重新
进入 S 也可能不进入 S。

接下来我们将推导矛盾来证明结论。由于我们的假设是结点 u 是第一
个不满足结论 u.d = δ(s, u) 的结点，因此 x ∈ S 且 x 在 u 加入 S 之前就已
经加入 S。故 x 在加入 S 时，x.d = δ(s, x)，且边 (x, y) 将松弛，由收敛性
质有：

y.d = δ(s, y) (1)

由于 y 是最短路径 s
p⇝ u 上在结点 u 之前的节点，且权重值非负 3，

故有 δ(s, y) ≤ δ(s, u)，因此由式1有：

y.d = δ(s, y) ≤ δ(s, u)

由上界性质，有 u.d ≥ δ(s, u)，因此：

y.d = δ(s, y) ≤ δ(s, u) ≤ u.d (2)

因为算法每次选择的结点 u 都是最短路径估计最小的结点，且选择结
点 u 时，u 和 y 都在集合 V − S 中，故有

u.d ≤ y.d (3)

由式2和式3可得：

y.d = δ(s, y) = δ(s, u) = u.d

这与我们的假设 u.d ̸= δ(s, u) 矛盾，故结论成立。

至此，我们已经证明了贪心选择在局部范围内是最优的。接下来我们证
明使用这一贪心选择性质完成的算法是全局最优的，我们将引出如下定理
并证明。

Dijkstra 算法的正确性
Dijkstra算法运行在带权有向图 G = (V,E)时，如果所有边的权重均
为非负值，那么算法终止时，对 ∀u ∈ V，有 u.d = δ(s, u)。

3如果带权有向图的权重存在负值，那么这一结论就不会成立，因此 Dijkstra 算法要求所有边的权重
都为非负。
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Proof. 我们可以发现，算法4中 4-10 行的 while 循环每次开始之前都有

∀v ∈ S, v.d = δ(s, v)

这是一个循环不变式。我们将利用这一循环不变式来证明这一定理。

• 初始化 开始时，S = ∅，循环不变式直接成立。

• 保持 我们注意到，上面对贪心选择性质证明了：对于每个节点 u ∈ V，
当加入到集合 S 时都有 u.d = δ(s, u)。因此根据上界性质，一旦 u.d =

δ(s, u)，其值将不再发生变化。故该等式在后续所有时间内都将保持不
变。

• 终止 算法终止时，Q = V − S = ∅，因此有 S = V，

所以 ∀v ∈ S, v.d = δ(s, v)。

至此，我们就证明了贪心选择是全局最优的。可以保证，作出贪心选择
后，原问题的最优解总是存在，且贪心选择的局部最优能生成全局最优解，
从而保证 Dijkstra 这一贪心算法是正确的。

6 重构最优解

在算法中，我们除了保存最短路径权重外，还维护了前驱节点 π 值，并
可在算法结束后导出前驱子图 Gπ。我们使用下面的推论来重构最优解。

如果在带权有向图 G = (V,E) 上运行 Dijkstra 算法，其中的权重均
为非负值，源结点为 s，那么算法终止时，前驱子图 Gπ 是一颗根节
点为 s 的最短路径树。

Proof. 根据第5节中定理的证明，算法4运行结束时，对于所有的结点 v ∈ V，
v.d = δ(s, v)。因此根据前驱子图性质，前驱子图 Gπ 是一棵根结点为 s 的
最短路径树。

最短路径树包括了从源结点 s 到每一个可以从 s 到达的结点的一条最
短路径，将从结点 v 开始的前驱结点链反转过来，就是从 s 到 v 的一条最
短路径。因此，可以使用算法1打印出从 s 到 u 的一条最短路径。
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7 案例分析

我们以图2所示的带权有向图作为例子。该例由 5 个结点和 7 条有向边
组成，边权均为非负数。图3展示了以结点 v0 为源节点，Dijkstra 算法在该
例的执行过程。

图 2: 带权重的有向图，边上的数字代表权重。
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图 3: Dijkstra 算法的执行过程。结点的下标以黄色字体标注在结点旁。结
点 v0 为源节点。每个结点中的数值为该结点的最短路径估计值（d 值），加
粗的数字表示每轮 while 循环结束后更新的 d 值。边上的数字代表权重，
红色的边表示前驱。绿色的结点属于结合 S，白色的结点属于最小优先队列
Q = V − S，蓝色的结点为选定的最短路径估计最小的结点 u。图 (a) 为
while 循环首次执行前的场景；图 (b)-(f) 为每轮 while 循环成功执行后的
场景。最后在图 (f) 中的 d 值和前驱均为最终值。
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应用第6节的推论，我们可以得到如图4所示的前驱子图，它是一棵根结
点为 s 的最短路径树。

图 4: 重构最优解。本图为图2实例的前驱子图，第6节推论保证了其为一棵
最短路径树。

应用算法1可得到如下的最短路径：

• v0 ⇝ v1 :< v0, v1 >，δ(v0, v1) = 10

• v0 ⇝ v2 :< v0, v3, v2 >，δ(v0, v2) = 50

• v0 ⇝ v3 :< v0, v3 >，δ(v0, v3) = 30

• v0 ⇝ v4 :< v0, v3, v2, v4 >，δ(v0, v4) = 60

8 高级编程语言实现

使用 Python 3 实现了上述算法1、2、3和4。首先定义了如下类：
class Node:

def __init__(self, name: str):
self.name = name
self.pi = None
self.d = INF

def __lt__(self, other):
return self.d < other.d

def __hash__(self):
return self.name.__hash__()

def __eq__(self, other):
return self.name == other.name

class Graph:
def __init__(self):

self.V = set()
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self.Adj = {}
self.weight = {}
self.start = None

def init(self):
print("开始初始化图 ")
V = {name: Node(name) for name in input('请输入结点：').split()}
E_count = int(input('请输入边数：'))
print(f'接下来 {E_count}行，请输入边的信息，格式为 起点 终点 权重 每边一行 ')
for i in range(E_count):

u, v, w = input(f"({E_count - i} left) >>> ").split()
w = float(w)
assert w >= 0, '权重不能为负 '
if self.weight.get(V[u]) is None:

self.weight[V[u]] = {}
self.weight[V[u]][V[v]] = w
if self.Adj.get(V[u]) is None:

self.Adj[V[u]] = set()
self.Adj[V[u]].add(V[v])

self.start = V[input('请输入开始结点：').strip()]
self.V = set(V.values())
for v in self.V:

if self.Adj.get(v) is None:
self.Adj[v] = set()

print("图初始化完毕 ")

算法4实现如下：
def dijkstra(G: Graph, w, s: Node):

initialize_single_source(G, s)
S = set()
Q = PriorityQueue()
for v in G.V:

Q.put(v)
while not Q.empty():

u = Q.get()
S.add(u)
for v in G.Adj[u]:

relax(u, v, w)

算法2实现如下：
def initialize_single_source(G: Graph, s: Node):

for v in G.V:
v.d = INF
v.pi = None

s.d = 0

算法3实现如下：
def relax(u: Node, v: Node, w):

if u.d + w[u][v] < v.d:
v.d = u.d + w[u][v]
v.pi = u
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算法1实现如下：
def print_path(G: Graph, s: Node, v: Node):

if v is s:
print(s.name, end=' ')

elif v.pi is None:
print(f"no path from {s.name} to {v.name} exists")

else:
print_path(G, s, v.pi)
print(v.name, end=' ')

在如下流程中进行测试。

if __name__ == '__main__ ':
graph = Graph()
graph.init()
dijkstra(graph, graph.weight, graph.start)
print('运行结果：')
for v in graph.V:

if v is graph.start:
continue

print(f'p({graph.start.name}, {v.name}):', end=' ')
print_path(graph, graph.start, v)
print(', 路径长度 :', v.d)

选取了本文第7节图2-3的案例以及《算法导论 (第三版)》24.3节图 24-6
的实例进行测试。代码的运行结果如图5-6所示。

图 5: 运行结果。图为本文第7节图2-3案例的运行结果。
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图 6: 运行结果。图为《算法导论 (第三版)》24.3 节图 24-6 实例的运行结
果。
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